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On considére l'écoulement d'un mélange de deux fluides compressibles
(un gaz et un liquide par exemple) dans un tuyau de section variable. Le
modele est le suivant :

oW + o, F(W)=SW) (1)
ou le vecteur de variables conservatives est :
W = (Ap, Apu, ApE, App, A" (2)
le flux conservatif est :
F(W) = (Apu, A(pu” + p), A(pE + p)u, Appu, 0)" (3)
et le terme source non-conservatif est :
S = (0,p0,A,0,0,0). (4)

Sans perte de généralité, on considére la loi de pression des gaz raides :

p(p, e, ) = (v(p) — 1)pe — v(p)m(p). (5)

Schéma numeérique

o Schéma de volumes finis

Le systéeme (?7?7) est approché par un schéma de volumes finis
sur les cellules ]xi_l/Q,xi+1/2[7 1 € Z. On note 7 le pas de temps et
Ax; = X190 — X1 la taillle de la cellule 7. On note W/ le vecteur
de variables conservatives sur la cellule 7 au temps ¢,. La section A est
approchée par une fonction en escalier, A = A; sur la cellule 3.

On considére une approche Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE).
La frontiere x}" 1 Peut se déplacer a la vitesse v, j entre t, et t,oq:

i+1/2 — Lit1/2 T TUZLl/Q' (6)
On définit un flux ALE :
FWr, Wg,v*) = F(W Wy, Wg,v™)) — oW (Wyg, Wg,v")  (7)

ot W(Wp, Wg, vF) est obtenu a l'aide d’'un solveur de Riemann approché
décrit plus loin.

ol U?+1/2 < (et U?—1/2

> (), le schéma ALE est :

Ax?HWZ-nH’_ — Ax]W! +
T (F(an iil? Unj_ ) - F(VVzn—lv VVinv Uln_ﬂl_/Q)) — O (8)

0 i+1/2

Pour tenir compte de la section variable, si v}, /2

terme suivant a gauche de I'équation précédente

> 0 on doit ajouter le

T (F(szn7 75/117 O_) o F(sznv z'?jtl? O+)) ) (9>
et sl v?_m < 0 on ajoute :
T (F(szn—lv Winv O_) o F(szn—lv VVz'nv O+)) y (10)

n

e Calcul de la vitesse d’interface v, /2

Quand les données initiales satisfont ¢ € {0, 1}, 'algorithme vérifie

—51 on n'est pas a l'interface, c.a.d. si o7, = pp, on prend v = 0.

—51 on est a l'interface, c.a.d. si ¢; # @pg, on utilise un solveur de Rie-
mann exact pour calculer u*(Wp, Wg) et p*(Wp, Wg) qui ne présentent
pas de saut a la discontinuité de contact. On prend v = u*(Wp, Wg),
A¥=Apitv<0et A* = Ap si v > 0. Le flux ALE devient lagrangien
et prend la forme :

F(WL, WR, Ui) — (O, A*p*, A*u*p*, O, —A*u*)T. (11)

3] B. KELLER AND M. MIKSIS, Bubble oscillations of large amplitude., J. Acoust. Soc. Am., 68(2) :
023-633, 1980.

¢ Solveur weel-balanced pour W (W, Wg, (-

Comme les invariants de Riemann associés a l'onde stationnaire sont ¢,
s=(p+a(e)p ¥ Q = pAuet H=F + £, I'idée est d’utiliser un
schéma VFRoe [1] en Z = (A, ¢,5,Q, H)!.

On obtiendra alors Z (W, Wg, 0F) et on en déduira W (Wp, Wg, 0¥). Dans

certains cas le changement de variables n’est pas inversible : il faudra
adapter 'approche.

e Correction entropique

Le schéma VFRoe approche mal les ondes de détente traversant l'inter-
face x = 0 et autorise en ces points des chocs non physiques. Clest le
cas lorqu'une valeur propre associée a un k-champ vraiment non linéaire
vérifie \y(W") <0 < A\ (W),

On remplace alors le flux numérique F' par :

G(W'na z?ilv Oi) — F(Wn 727117 Oi)

( 7 )

— min([A(W7)[, (AW DWW, — W) /2.

e Rééchantillonnage

On retourne a la grille d’origine par la procédure de Glimm |[2]|. On
construit une suite aléatoire w, € |0, 1|, puis on prend

n+1,— - Tn n
W20, stwy < 3% max(vi_l/z, 0),

n_|_17_ * Ty mn | Tn : n
W, st g max(v)! ), 0) < w, <1+ =min(vf, 5, 0),

n—l—l,— . Tn . n
Wit stwn, > 1+ g=min(v}, ), 0).

n+1
Wt =

(12)
e Propriétés du schéma

Le schéma numeérique ainsi construit vérifie les propriétés suivantes :

—1l est well-balanced dans le sens ou 1l préserve tous les états sta-
tionnaires (c.a.d. les données initiales pour lesquelles les quantités o,
s, Q, H sont constantes) ;

—si la fraction de masse ¢ ne prend que les deux valeurs 0 ou 1, cette
propriété est préservée a tout moment.

Application a une bulle

On valide notre modeéle en simulant les oscillations d’une bulle sphérique
de gaz dans 'eau. Pour cela, on suppose une invariance en rotation et on
adopte une approche 1D avec une section variable A(x) = 4wz,

On trace le rayon de la bulle que I'on compare au modeéle EDO de Keller-
Miksis [3], on obtient
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