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Introduction Présentation du problème

Présentation du problème

On cherche à reconstruire les équipotentielles d’un champs scalaire à
partir de valeurs et de gradients ponctuels.
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Présentation du sujet Modèle statistique

Méthode de Krigeage

Méthode géostatistique pour la reconstruction des lignes de
niveau.
Soit Z stationnaire d’ordre 2. K est sa covariance et m est son
espérance. L’estimateur est supposé sans biais et le principe
revient à minimiser la variance, i.e. résoudre Kλ = K0 avec :

K =

 K1,1 · · · K1,n
... . . . ...

Kn,1 · · · Kn,n

 , λ =

 λ1
...
λn

 , K0 =

 K1,0
...

Kn,0


Z ∗ = m +

n∑
i=1

λi(Zi −m) (1)
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Présentation du sujet Modèle statistique

La méthode traite plusieurs cas continus, elle n’est en revanche pas
assez fiable pour considérer des failles.
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Présentation du sujet Modèle statistique

Dans l’article de Calcagno and al. (2008), on propose de coupler dans
le krigeage les orientations et les points à interpoler.

Z ∗ =
n∑

i=1

µi(Zi) +
n′∑

j=1

νi
∂m
∂ui

Pour considérer les failles on prend des fonctions drift à discontinuités.
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Présentation du sujet Approche géologiste

Approche géologique : idées de base

Données :
On connaît la valeur fp de la fonction f en certains points
(xp, yp)1≤p≤M ,
On connaît le gradient ∇fq de f en certains points (xq, yq)1≤q≤L.

Objectif :
Reconstruire la fonction f partout.
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Présentation du sujet Approche géologiste

Hypothèses

On se donne un maillage de tétraèdres T , on souhaite approcher
les valeurs (fi)1≤i≤4 de f en chaque sommet du tétraèdre.
On suppose que f est linéaire sur chaque tétraèdre.

Si f est connue en un point P ∈ T , on a :
4∑

i=1

ui fi = fP ,

où (ui )1≤i≤4 sont les coordonnées barycentriques de (x , y , z)P
dans T .

Le gradient est constant sur chaque maille, si (∇f )P est connu,
alors on a :

(∇f )P =

 x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1
x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

−1  f2 − f1
f3 − f1
f4 − f1

 .
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Présentation du sujet Approche géologiste

Conditions aux interfaces entre deux tétraèdres

Si deux tétraèdres T 0 et T 1 ont un sommet P en commun, on
a :

(fP)P∈T 0 = (fP)P∈T 1 .

Si deux tétraèdres T 0 et T 1 sont situés de part et d’autre d’une
faille, on dédouble les points.
Si deux tétraèdres T 0 et T 1 ont une surface S en commun, on
suppose que :

(∇f )T 0 . N = (∇f )T 1 . N,

où N est la normale à la surface S .
↪→ cette condition revient à imposer une continuité du gradient
suivant la normale à la surface S .
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Présentation du sujet Approche géologiste

Résolution du système

On obtient un système linéaire :

A


f1
...
...
fN1

 =


b1

...

...
bN2

 ,
où la matrice A n’est pas une matrice carrée car on n’a pas le même
nombre d’inconnues que d’équations.
On choisit la solution au sens des moindres carrés, c’est-à-dire celle
qui minimise l’erreur L2 entre les valeurs données et la solution.
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Présentation du sujet Approche géologiste

Difficultés liées à la courbure

On initialise avec les données
suivantes :

Les isolignes sont concaves
alors qu’on aimerait avoir
quelque chose de convexe.

Besoin d’ajouter d’autres critères de décisions.
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Présentation du sujet Approche physique

Approche Physique : une classification géologique

L’article de Hjelle and al. (2011) élabore un modèle physique qui
explique les cinq types de plissements suivants
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Présentation du sujet Approche physique

Approche Physique : le modèle
On se donne l’équipotentielle initiale :

Γ0 = {x ∈ R3, T (x) = 0}

On cherche à la calculer à l’instant t :

Γt = {x ∈ R3, T (x) = t}

On rappelle que la normale ~n est donnée par la formule :

~n(x) =
~∇T (x)

‖~∇T (x)‖

On cherche une loi d’évolution qui puisse expliquer les différents types
de failles observées en géologie :

H(t, x, ~∇T (x)) = F (x, ~n)‖~∇T (x)‖ = 1
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Présentation du sujet Approche physique

Approche Physique : méthode des caractéristiques

Le champ de vitesse = propagation + advection :

F (x, ~n) = Fprop(x) + Ψadv(x)(~a.~n)

Les caractéristiques permettent de calculer l’évolution de T :

dx
dt

= ∇~pH = Fprop(x)~n + Ψadv(x)~a

d~p
dt

= −~∇xH = −~∇Fprop(x)‖~p‖ − ~∇Ψadv (x)(~a.~p)

dT
dt

= ~p.
dx
dt

= Fprop(x)‖~p‖+ Ψadv (x)(~a.~p)
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Présentation du sujet Approche physique

Approche Physique : retour à la réalité

Caractérisation des types de plissements selon le signe de la vitesse de
propagation normale Fprop et de la vitesse d’advection Ψadv

Classe de Plissement Fprop Ψadv

Classe 1A > 0 < 0
Classe 1B > 0 0
Classe 1C > 0 > 0
Classe 2 0 > 0
Classe 3 < 0 > 0
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Le modèle retenu Philosophie de la chose

Philosophie de la chose

Utiliser un modèle physique pour simuler le sous-sol : les
équations de Hamilton-Jacobi.

Incorporer de manière pertinente les données géologiques dans la
loi d’évolution.

Résoudre numériquement le système obtenu de façon efficace.
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Le modèle retenu Avantages et inconvénients de la méthode

Avantages et inconvénients de la méthode

Séparation des compétences : expertise du géologue dans la
détermination de la loi d’évolution, savoir-faire de l’ingénieur
dans la résolution numérique.

Chaque étape est un problème difficile en soi, et lorsque les
données tridimensionnelles sont nombreuses, la complexité
augmente d’autant plus.

La loi d’évolution respecte une physique de propagation qui
dépend uniquement des données disponibles.
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Le modèle retenu Choix de la loi d’évolution

Choix de la loi d’évolution : le cadre théorique
On se place dans le cadre des méthodes level-set. La surface est
représentée par les points d’annulation d’une fonction Ψ :

Γt = {x ∈ R3, Ψ(x, t) = 0}

On suppose connu Γ0 et on cherche à calculer Γt dont l’évolution est
soumis aux équations d’Hamilton-Jacobi :

∂Ψ

∂t
+ H(t, x, ~∇Ψ) = 0

où H est une fonction qu’on suppose connue mais qui va devoir être
ici inférée à partir des données géologiques disponibles.
Remarques C’est une équation hyperbolique (ondes, vagues). Mais
si H dépend de la courbure κ = div~n = div(

~∇Ψ

‖~∇Ψ‖
), alors l’équation

devient parabolique (chaleur).
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Le modèle retenu Choix de la loi d’évolution

Choix de la loi d’évolution : une forme particulière

On suppose que l’application Ψ peut se mettre sous la forme d’une
équipotentielle :

Ψ(t, x) = ϕ(x)− t =⇒


∂tΨ = −1

~∇Ψ = ~∇ϕ
=⇒ H(t, x, ~∇ϕ) = 1

On décide de choisir H sous la forme :

H(t, x, ~∇ϕ) = µ(t, x, ~n)

(
λ0(x)‖~∇ϕ‖+

n∑
i=1

λi(x)~ai.~∇ϕ

)
.

où (~ai)i=1...I désigne les vecteurs dont on dispose dans le sous-sol aux
points xi . Les fonctions λi et µ vont maintenant être explicitées.
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Résultats numériques Problèmes numériques

Problèmes numériques

Problèmes de bords (région vide, faille)
Problème de maillage (concentration des points, croisements,
régularité)
Problème d’interpolation (calculer des gradients au voisinage
d’un point)
Problème de stabilité (erreurs numériques, pas d’espace)
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Résultats numériques Présentation de l’algorithme

Algorithme utilisé

On discrétise l’interface ϕl en des points Xl = (Xl ,Yl) pour
l = 1...L
Chaque point va être glissé suivant la direction et l’intensité
données par la résolution du système d’équations différentielles :

Xn+1
l = Xn

l + µn
l ∆t

(
λl

0~nl +
I∑

i=1

λl
i~ai

)

~pn+1
l = ~pn

l −∆t ~∇µn
l

(
λl

0‖~pn
l ‖+

I∑
i=1

λl
i~ai .~pn

l

)

−µn
l ∆t

(
~∇λl

0‖~pn
l ‖+

I∑
i=1

~∇λl
i~ai .~pn

l

)
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Résultats numériques Graphiques obtenus

Résultats numériques : le cas d’un vecteur imposé
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Résultats numériques Graphiques obtenus

Résultats numériques : le cas d’un vecteur imposé
On part d’une courbe concave et on impose un gradient égal à
( 1√

2
, 1√

2
) en (0.1;−0.9).

Le rayon d’influence pour le gradient est égal à 0.6.
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Résultats numériques Graphiques obtenus

Résultats numériques : le cas de points imposés

Gocad (SEME 2013 Nancy) Modélisation du sous-sol. 15 février 2013 25 / 30



Résultats numériques Graphiques obtenus

Résultats numériques : le cas de deux couches
imposées
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Résultats numériques

Autre piste : résolution par problème inverse

problème direct : λ0(x), λi(x)  ϕ(x)
problème inverse : ϕ(xi), i = 1, ..,M  λ0(x), λi(x)

Résolution du problème inverse basée sur la minimisation d’une
fonction coût :

J(λ0, λi) = ‖ϕ(λ0, λi)− d‖.
où d est le vecteur contenant les données.
Algorithme du gradient conjugué :

(λ0, λi)
(k+1) = (λ0, λi)

(k−1) + α(k)~D(k)

Difficultés :
Résolution du direct.
Problème inverse bien posé ?
Algorithmes de minimisation ?
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Le modèle considéré modélise bien la surposition des couches.
Les premiers résultats numériques sont encourageants.
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Conclusion et perspectives

Persectives

Autres méthodes de discrétisation : ordre du schéma en temps,
schéma implicite, volumes finis,...
Lissage et interpolation des paramètres d’advection.
Interpolation de Γt .
Considération des failles.
Implémentations de modèles 3D.
Résolution du problème inverse.
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Conclusion et perspectives

Merci pour votre attention.
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