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Introduction

Equation des ondes avec taux de vide

Propriétés

Cas d’étude : Propriétés de ’écoulement :

@ Cceur de réacteur nucléaire. @ Ecoulement diphasique
eau-air.

@ L’air est compressible.

@ Bas nombre de Mach

lul < ¢

contréle

{:)M::M<<l.
c

Objectif :

@ Développer un schéma numérique "compressible" se comportant
bien a bas nombre de Mach.
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Equation des ondes avec taux de vide

e Equations d’Euler barotrope adimensionnées avec taux de vide
9 (ap) + V- (apu) =0,
dr(opu) + V- (apu ® u) + 5 Vp =0,

ol & € [(min, 1] connu, ol apyiy > 0 est une constante
indépendante de M.

a? =p'(ps
@ Changement de variables p := p, (1 + GMT) , avec { M <§ (1/) )
* 2o .

+ Linéarisation autour de (p, = c¢st,u, =0) :

Oy(ar) + 55V - (au) = 0,
Oi(au) + $aVr = 0.

@ Noyau de l'opérateur spatial : espace incompressible

Eq = {q =(r,u)T e L2(T)'""*|Vr =0et V- (au) = 0}.
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Introduction

tion des ondes avec taux de vide

Théoréme

1l est possible de construire une décomposition de Hodge sur les

espaces a poids
50& D gon_ = LZ (T)1+d7

ot l’espace acoustique £+ est donné par

EL = {q:(r,u)TeLi(T)Hd‘/radx:O et3p € HL (T),u= V¢
T

Proposition

Si q est solution de ’équation des ondes avec taux de vide et si q a
pour condition initiale ¢°, nous avons

o Vg® €&,, q(t>0)€&y
oV e &L, qt>0) et
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Objectifs

Nous allons étudier le comportement du schéma de Godunov vis-a-vis
des éléments de &,.

@ Est-ce qu’au niveau discret le schéma de Godunov permet de
préserver un élément ¢° € &,

o sur maillage triangulaire ?
e sur maillage cartésien ?

@ Est-ce que le schéma de Godunov satisfait
16° = Pag®llzz = O(M) = ¥t <7, |lq — Pag®|| 12 (1) = O(M),

ou PP, est la projection orthogonale sur &, ?
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Schéma de Godunov et maillages

Schéma de Godunov

(ar)i+ sirma7 > Ti5] (eu- n)ij =0,
T COQy
it 2 Tijlryme; =0,

I, CO0;

Sl
)
£
_|_
[\v]
=

ol (rij, (ou-n), ) est solution d’un probléme du Riemann! 1D dans
la direction ny;

@ijOre + 35 0¢ ((qu)e

)=0
O ((qu)e) + §5auioere = 0,
(ri, (@), -n;5) si € <0,

(T€7 (CYU)g) (t =0,¢) = { (TJW (Ozll)j . nij) sinon.

1. S. Dellacherie, P. Omnes, On the Godunov scheme applied to the va-
riable cross-section linear equation. FVCAG, (4) :313-321, 2011.
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Schéma de Godunov et maillages

Schéma numérique

@ Schéma de Godunov sur maillage triangulaire ou cartésien
(Qi)1<i<n [DOL1]

d a 1

@(Oﬂ)i + ﬁmrugmw [((Oﬂl)i + (au);) - g5 + ag;(ri — Tj)} =0,

d a, o K

a5y IQi|Fij§mi|Fij| {ri M ij ((aw); = (am); ) - n”}n” =0

avec Kk = 1.

@ Nous I’écrivons sous la forme

d L.,
a(a‘h) + M

“(qn) =0,

ou qp = (ri,uy)T.
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Schéma de Godunov et maillages

Outils et condition initiale

Outils :
@ Maillage : Logiciel SALOME.
@ Code : Librairie C++ CDMATH (en développement au CEA).

Condition initiale :
@ Pour tout (z,y) € [0,1[x[0,1],
a(z,y) = § + Lsin?(rz) cos?(rz),

r0(x,y) =1,
(a ) =V x ¢ ott Y(z,y) = 2 (sin®(rz) sin®(2my) — 1) .

Nous avons

vt = = ¢" = (1", 07T € &,.
V-(au?)=V-(Vxy)=0 ’ “
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Maillage cartésien avec Kk =1 :

@ Condition initiale : @ Aprés 1000 itérations :

o

u
EIO
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Schéma de Godunov et maillages Maillage cartésien

Maillage cartésien avec k =0 :

@ Condition initiale : @ Aprés 1000 itérations :
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Schéma de Godunov et maillages
Maillage triangulaire

Maillage triangulaire avec xk =1 :

@ Condition initiale : @ Aprés 1000 itérations :
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Schéma de Godunov et maill Y ge
Maillage triangulair

L?-stabilité sur maillages triangulaire et cartésien

Nous avons

% <Z|Qa (r2 + m2)>

a K
=-— (%‘Iﬁ‘ — i+ o K(au)i - (fw)j> - Mg
ij

2
)go.
MF

ij

— Le schéma de Godunov est stable pour k = 1 et pour Kk = 0.
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Définition
R iltats

Schéma de Godunov et é en préparés Conclusion

Bilan intermédiaire : Le schéma de Godunov

@ préserve les états incompressibles g, € £M% sur maillage
triangulaire,

@ nécessite une correction (k = 0) pour préserver les états
incompressibles g;, € 55’5 sur maillage cartésien.

Schéma de Godunov et états bien préparés :

Un état ¢° est dit bien préparé si

l¢° = Pag’llrz = O(M),

ou PP, est la projection orthogonale sur &,.

@ Proposer une correction (k =7) sur maillage cartésien qui nous
permette de satisfaire

lg” = Pag’llrs = O(M) =Vt <7, [lq(t) — Pag’|l L2 = O(M).
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Schéma de Godunov et é en préparés Conclusion

Condition initiale :
@ a, =1.
o M =10"%
o ¢ = ¢ +Mqg) avec

(z,y) =1,

(aup)? =V x 1, = a1 € &
et o
i —ve, =B
donc

l¢° = Pag®|lrz = [IMq3|| 2 = O(M).

@ Nous allons tracer ||g — Poq®||22 (t) en fonction du temps.
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Conclusion

norme(q-Pq*0)

Théoréme (k = 1)

VO > 0, 302(01) > 0, 303(01) > O, ||q0 — }P’aqOHLi =C1M
=Vt > Co2M, ||lg — Pag®||z2 (t) > C3 min(Az, Ay),

pour tout M < g—f min(Az, Ay).

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas nombre de Mach



Définition
Résultats

Schéma de Godunov et états bien préparés Conclusion

Maillage cartésien avec Az = Ay =0.02, M =10"* et k = M :

0.0009 T T T T T
*kappa=M
0.0008
0.0007

0.0006

0.0005

norme(q-Pq*0)

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

VC1,Cs > 0, 3C3(C1,C2) > 0, [|¢° — Pag®|r2 = C1M
= Vit € [0;CoM], |lg — Pag|| 22 (t) < CsM,

ot C5 ne dépend pas de M.
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Conclusions et persp

Conclusions : Nous avons

@ constaté le bon comportement du schéma de Godunov sur
maillage triangulaire a faible nombre de Mach,

@ constaté le mauvais comportement du schéma de Godunov sur
maillage cartésien a faible nombre de Mach,

@ proposé une correction sur maillage cartésien.

Perspectives :

@ Etendre les preuves liées au comportement du schéma de
Godunov vis-a-vis des états bien préparés au niveau discret.

@ Faire évoluer «a en fonction du temps.

@ Tester la méthode dans le cas non linéaire.
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Schéma de Godunov et états bien préparés Conclusion

Merci de votre attention!!
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Définition
Reésultats

Schéma de Godunov et états bien préparés Conclusion

[3 S. Dellacherie, P. Omnes. On the Godunov scheme applied to the
variable cross-section linear equation. FVCAG, (4) :313-321, 2011.
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