uemc JiL

@msw

Analyse en discret du probleme bas Mach avec

porosité : les cas cartésien et triangulaire

Jonathan Jung (LRC-Manon, Paris 6)

Collaborateurs :
Stéphane Dellacherie (CEA, Saclay & LRC-Manon)
Pascal Omnes (CEA, Saclay & Université Paris 13)

LRC Manon, 7 octobre 2014

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Introduction Equation des ondes avec porosité

Probléme numérique
Schéma numeérique

Cas d’étude : Propriétés de ’écoulement :
@ Ceceur de réacteur nucléaire. @ Ecoulement en section
variable.

Enceinte de confinement

o Ecoulement compressible.

@ Bas nombre de Mach

..... lu| < ¢

|ul

S M= — < 1.
c

controle

Objectif :

@ Développer un schéma numeérique "compressible" se comportant
bien a bas nombre de Mach.

Schéma de Godunov & b



Introduction Equation des ondes avec porosité
Probléme numeérique
Schéma numérique

Equation d’Euler barotrope

o Equations d’Euler barotrope avec porosité
d(ap) +V - (apu) =0,
{ O(apu) + V- (apu®@u) + aVp =0,
ol @ € [min, 1] est la porosité, o auin > 0.
@ Adimensionnement : on introduit = 7,
Uy s_ p

5— P . — Yz . — Yy 5 _ P - L i
P = g5ty = 3%, Uy = 2%, P = o avec ug = 7, on obtient

9;(ap) + V - (apu) = 0,

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Introduction Equation des ondes avec porosité
Probléme numeérique
Schéma numérique

Equation des ondes avec porosité

@ Linéarisation autour de (7 = 0,0 = 0) : équation des ondes
avec porosité

Oy(ar) + 5V - (au) = 0,
O¢(au) + FraVr = 0.
@ Noyau de l'opérateur spatial : espace incompressible

Ea = {q = (r,u)” € L2 (T)° |Vr =0 et V- (au) = o}.

But :

o Etudier le comportement du schéma numérique vis-a-vis des
éléments incompressibles g € &,.

Jonathan Jung
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Introduction

Probléme numérique

Probléme numérique : condition initiale incompressible gg € £,
o Condition initiale : e At=0.01(=M):
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Ojectifs :
@ Cerner l'origine du probléme sur maillage cartésien.

@ Comprendre le cas triangulaire.




ion des ondes avec porosité
1e numérique
. numérique

Introduction

Schéma numérique

Schéma de Godunov sur maillage triangulaire ou cartésien (€2;)1<i<n

gilar)i + ﬁﬁr > il (eu-n); =0,
glow)i+ gy X |Tylryng =0,

T';;CoQ;
ol (rij, (au - n)ij> est solution d’un probléme du Riemann! 1D dans
la, direction n;; en £ = 0

aiOyre + §5 06 ((au)e) = 0,

O ((au)e) + FraijOere = 0,
(rs, (ou); - n,5) si € <0,

(r@ (OZU)g) (t=0,§) = { (rj, (o), 'nij) sinon.

1. S. Dellacherie, P. Omnes, On the Godunov scheme applied to the va-
riable cross-section linear equation. FVCAG, (4) :313-321, 2011.
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Introduction ation des ondes avec porosité
ne numérique
Schéma numérique

Schéma numérique

@ La solution du probléme de Riemann en £ = 0 est donnée par

rij = HTTJ 20411‘;‘ ((ozu)i — (au)j) 15,
_ ((au); + (au);) -ny; | ay;
((au) : n)z’j = 5 + 7(7”1 — Tj).

@ Schéma de Godunov sur maillage triangulaire ou cartésien
(Q2i)1<i<n [DOL]]

d a, 1

%(Oﬂ")i + oM |QZ_|FU§9%|FU‘| {((OZU)i + (am);) 145 + oy (ri — rj)] =0,

i(au)- + o > ‘F|{7‘ +r;+ i((ozu) — (au),) n--]n-- =0

dt ' 2M |Qi|Fi_7‘C39i Y ’ ! Qi i J v E
avec k = 1.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



ente en
en cartés
te du cas tr

Schéma de Godunov et maillages

Cerner l'origine du probléme en cartésien

Equation équivalente en cartésien :

@ Le schéma de Godunov sur maillage cartésien €2; ; pour ar nous
fournit

aug), 5 — (Qug), 4 auy). o — (ouy), .
&s(ar)i,j-f—a*( 2isiy = (OUa)ia &( wiger — (@)

M 2Azx M 2Ay
Ay
= m (ai+%7j (ri-‘rl,j - Ti,j) — ai—%,j (Ti,j — 7"1‘_17]'))

ay
SN Ay (ai7j+% (rig+1 —Tig) — a1 (rij — Tiu'—l)) :

@ L’équation équivalente & ’ordre un pour ar est donc

a, Az

ay B
Or(ar) + MV (o) = 511

a Ay
O (0,1) + Way (a0yr).

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



} ente en cartésien
Schéma de Godunov et maillages D e e cartésien
1 cas triangulaire

Equation équivalente en cartésien

@ Nous faisons de méme pour ’équation sur cu et nous obtenons
le systéme équivalent

a, Az a Ay

Ay _
Koy UAT Oy 1ax(auz)>
Qe 2M a
O(ou) + —aVr — =0
M a Ay 1
KQ i Oy aﬁy(auy)>

avec k = 1. Nous I’écrivons sous la forme

EKZOL
—(q) =0 avec Lyo=DLo— MB,.4.

O(aq) + i

@ Quelle est la relation entre Ker £, , et £, 7

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Equation équivalente en cartésien
Schéma de Godunov et maillages Etude discrete en car
Etude discrete du cas triangulaire

Noyau de 1’équation équivalente

Prop
Q Si k>0, nous avons

Ker L0060 = {q VI Vr =0 et 0,(auy) = Oy(ouy) = 0}
C &

=

@ Sik =0, nous avons Ker L.—y o = &a.

Bilan de I’étude en continue :

@ Remplacer k = 1 par k = 0 semble permettre au schéma de
Godunov de préserver les états incompressibles ¢° € &, sur
maillages cartésiens.

A faire :

@ Tester numériquement la correction (k = 0).

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Equation équivalente en cartésien
a de Godunov et mailla

Test de la correc

Etude discrete en cartésien
Etude disc

rete du cas triangulaire

Objectifs :

NormA

U
E9913e—01
0.8

i
o
[

o
=~

—

o Etudier le probléme au niveau discret.

o Etudier le cas d’un maillage triangulaire.

an Jung

éma de Godunov a bas Mach
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Equation équivalente e artésien
Schéma de Godunov et maillages Etude discrete en cart
Etude discrete du cas triangulaire

Etude discréte

@ Nous définissons les espaces EQA et 85' correspondant & I’espace
incompressible &, sur maillages triangulaires et cartésiens.

@ Rappelons le schéma de Godunov sur maillage triangulaire ou
cartésien (2;)1<i<n [DO11]

d a 1
S lar)i + ﬁmr ;@ﬂ T [((au)i + (aw);) - nij + agi(r; — Tj)] =0,
vl i
i(au)} b0 G s \F»»|[r» ot i((au) — (au);) n,,]n,, -0
dt 7 IM |Ql|F1]C8Q1 (¥ 7 J az] 7 i ) 1]
avec Kk = 1.
@ Nous I’écrivons sous la forme
d LY o
a(a%) iy (qn) =0,

ot qp = (ri,u;)”

Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Schéma de Godunov et maillages

Maillage cartésien et schéma de Godunov (k=1) :
@ Condition initiale ¢° € £ : e At=0.01(=M):

[P
[ LT

NormAU NormAU
9.913e-01 9.913e-01

Eo.a Eo.a

o4 éO.A

0.2

—_—

4.019e-04




Schéma de Godunov et maillages

Equation équivalente ¢
Etude discrete en
Etude dis

n cartésien
cartésien

crete

Maillage cartésien et schéma bas Mach (k = 0)

e Condition initiale ¢° € £ :

NormA!

<06
0.4

0.2

U
E‘) 913e-01
0.8

EA.O]Qe—OA

du cas triangulaire
e At=0.01(=

NormAU
1.004e+00

it
o
~
a

e IIRRL

0.000e+00

n Jung



o
odunov et maill Etude

Etude discrete

NormAU NormAU
ELOOA&OO 1.004e+00
VAYAVA : ~075 VAVAYAS —2075
& . : =
S S
0.25

2 AY %)
S
Y

uau I

0.000e+00
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Equati
Schéma de Godunov et maillages Etude
Etude

Conclusion sur I'étude discréte du noyau associé au
schéma de Godunov

Conclusion :

@ Le schéma de Godunov (x = 1) ne préserve pas certains états de
I’espace incompressible EE sur maillage cartésien.

@ Le schéma bas Mach (k = 0) préserve les éléments de I’espace
incompressible 55’ sur maillage cartésien.

@ Le schéma de Godunov (k = 1) préserve les états de l'espace
incompressible £5° sur maillage triangulaire.

MAIS :

@ On souhaite une correction permettant d’obtenir le schéma de
Godunov quand le nombre de Mach tend vers 1.

@ Que se passe-t-il si la condition initiale ¢° ¢ &, ?

@ L’étude du noyau &, ne suffit pas.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Schéma précis a bas nombre de Mach

Décomposition de Hodge et projection sur &,

Comment pouvons-nous décomposer un élément ¢ ¢ &, ?

Théoréme

Supposons que & € [Qmin, ¥max] AVEC Qmin > 0. Il est possible de
construire une décomposition de Hodge sur les espaces a poids

E,®EL =12 (T)?,

ot l’espace acoustique £+ est donné par

Ej:{q:(r,u)TeLi(T)B"/rozdx:O etEIQSEHi(T),u:V(b}
T

Définition

La décomposition de Hodge permet de définir une projection

orthogonale
J P, : L2 (T)® — €.
q+— Puq.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Définition
Reésultats
Schéma précis a bas nombre de Mach e 1sion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Structure de la solution de 1’équation des ondes

Equation des ondes avec porosité

Oi(ar) + %V - (au) = 0,
O¢(au) + §5aVr = 0.

Proposition

Si q est solution de ’équation des ondes avec porosité et si q a pour
condition initiale ¢°, nous avons

V' €&y qt>0)=¢" €& et Vg €EL, q(t>0) € EL.

Corollaire
La solution q de [’équation des ondes avec porosité ayant pour
condition initiale ¢° peut s’écrire sous la forme

| A

q=Pag’ + (¢ —Paq’®) € Ea + &5

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Définition
Reésultats
Schéma précis a bas nombre de Mach e 1sion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Structure de la solution de 1’équation des ondes

Equation des ondes avec porosité

Oi(ar) + %V - (au) = 0,
Os(au) + §5aVr = 0.

Proposition

L’énergie de la solution q de ’équation des ondes avec porosité
satisfait

d
“laliz; =o.

Corollaire

| A

La solution q de [’équation des ondes avec porosité ayant pour
condition initiale ¢° satisfait

VC > 0, |lg° — Pag®llzz < CM = ¥t >0, ||lg — Pag®|| 12 (t) < CM.

V.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Définition
Reésultats
Schéma précis a bas nombre de Mach e 1sion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Schéma numérique précis a bas nombre de M

@ Nous transcrivons cette propriété au niveau discret en temps
court.

@ Nous construisons les décompositions de Hodge sur maillages
triangulaires et cartésiens.

@ Nous obtenons des projection orthogonales discrétes PP sur £
et £2.

Définition

Un schéma est précis a bas Mach si la solution q;, donnée par le
schéma satisfait

VCl, Cy > 0, 303(01, CQ) > 0, ||q2 = ]P)qu”li =CiM
=Vt € [0;CoM], llgn — Phgplliz (t) < CsM,

ot C3 ne dépend pas de M.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Définition
Résultats

Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec o =

0_ 0 0
® g, = q; 1 + Mg, 5 avec

0
rh (Z‘,y) = la

! 0 _ = qfoz,l € 52
(ouy)p = Vi X ¥y,

et
T?L,Q(x7 y) =0,
w,=Vign, =qp,€ (52)L
lap 2lliz =1,

alors

lgh = Paanlliz = [ May 2]z = M = O(M).

@ Nous tragons ||g, — Pagj |li2 (£) comme une fonction du temps.

Jonathan Jung
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Définition
Résultats

Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec o =

Maillage cartésien avec Az = Ay = 0.02 et M = 0.0001 < Az :

12 T T T

06 - ,

|lan — P

04t f

Théoréme (x = 1 sur )

VC1 > 0, 3C2(C1) > 0, 3C3(C1) > 0, |lgf) — PLBgh|lie = C1 M
=Vt > CoM, |lgn — P gphl|i2 () > Cs min(Az, Ay),

pour tout M < g—? min(Az, Ay).
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Définition
Résultats

Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec a = 1

Maillage cartésien avec Az = Ay = 0.02 et M = 0.0001 < Az :

0.0008 , . . .

k=Monl --e- pe

_ k=0on0 & »
0.0007 - K=1lon A A ,‘91 1
p
0.0006 | s 1
-
»
0.0005 ":’ -
o
0.0004 |- o —
o
0.0003 | - J
ey
v
0.0002 | o i
-*

0.0001 dh.n. 4

E»EEEB BB Eggn.

0 A A AR AR RERARA A AR
0 2 4 6 8 10
t/M

Théoréme (k= M sur )

VCi,Cy > 0, 3C5(Cy, Cz) > 0, |lgi — P gplliz = C1M
=Vt € [0;CoM], llgn — Phqflliz (t) < C5M,

ot C3 ne dépend pas de M.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



Définition
Résultats

Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec a = 1

Maillage cartésien avec Az = Ay =0.02 et M =0.0001 < Az :

0.0001 ¢ T T T T T T
I k=0onl) &
K=1lon A A o

9e-05

8e-05

Te-05

6e-05 - e 4

5e-05 | % & g

|an — P

40-05 | a, 1
3e-05 A, 8, 1
20-05 B

le-05

0 L L L L L L L L L

Théoréme (k = 1 sur A et k = 0 sur )

VCy,Co > 0, 3C3(C1,Ca) > 0, [lap — Phapllie = C1M
=Vt >0, lgn — Phapllz (t) < CsM,

ot C5 ne dépend pas de M.

athan Jung Schéma de Godunov a b



Définition
Résultats

Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec a = 1

Maillage cartésien avec Az = Ay = 0.0033 et M = 0.01 > Az :

0.18 T T T T T T T T T

0.08 . ]

0.06 + ] 4
0.04 + - q

0.02 ™ 1
k=1on0O ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Théoréme (k = 1 sur )

Ax < CoM, et Ay < CyM,
a2~ Bhg2],, = Cua

=Vt € [0;C2M], ||an — Pﬁqﬁ”li (t) < C3M,

VCy, Cy,Ca > 0,3C3(Co, C1,C3) > 0,

ot C3 ne dépend pas de M, Ax et Ay.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



inition
] tats
Schéma précis a bas nombre de Mach e usion et quelques tests en non-linéaire avec a = 1

Conclusion du cas linéaire

Maillage triangulaire :
@ Le schéma de Godunov (k = 1) est précis a bas nombre de Mach.
Maillage cartésien :

@ Le schéma de Godunov (k = 1) n’est pas précis & bas nombre de
Mach si M < min(Az, Ay) mais est précis si M > min(Az, Ay).

@ Deux corrections & bas nombre de Mach :

FOO (W, W) = FGod(Wi,W,)im < 0 )
J J 2M o [((au)i — (au)j> 'nij:| n;;

o r =0 (correction bas Mach) : précis & bas Mach,
o £ =min(M,1) (correction tout Mach) : précis & bas Mach
et permet de retrouver le schéma de Godunov pour M > 1.

Prochaine étape :

@ Tester les différents schéma dans le cas non-linéaire.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



1ition
Reésultats
Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Correction bas Mach en non-linéaire avec v = 1

Equations d’Euler barotrope :

op+ V- (pu) =0,
di(pu) + V- (pu®@u) + Vp = 0.

Nous notons W = (ap, apu)?’. Le schéma numérique s’écrit sous la
forme

d 1
£Wi + m Z ‘Fij|F(WiaWjanij) =0.

Ty COQ;

Les corrections bas Mach et tout Mach consiste a remplacer le flux
F(W;,W;,n;;) par

1 — Kij)pijcij 0
FCOT(Wi,Wj) _ FRoe(Wi,Wj) _ ( H‘J)p i Cij
' 2 [(w; — u;) -y ny;

en prenant respectivement x;; = 0 ou k;; = min (1, |57;|) .

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach
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Reésultats

ats
Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

4 chocs

@ L’état initial est donné par

0.1380,1.206,1.206), pourz < 0.5, y<0.5
0.5323,0.000.1.206), pour z > 0.5, y < 0.5
0.5323,1.206,0.000), pour z < 0.5, y > 0.5

(s g, uy) (2, y) = )
1.5000, 0.000,0.000), pour z > 0.5, y > 0.5

P

sur le domaine [0, 1] x [0, 1].
@ Conditions aux bords de type Neumann.
@ Temps final de calcul : tfinq = 0.4s.
@ Outils :

e Salome pour le maillage,
o Librairie C++ CDMATH (http://www.cdmath.jimdo.com)
pour le code.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach
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a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéa

4 chocs :

NormVelocity M \ies00

17060400 3
16

3 16

12

3 12

=) E

= 08

an ED a
B 9.2960-03

@ Roe avec k;; = 1 et k;; = min (1, @) en cartésien 100 x 100 :
i

NormVelocity NormVelocity
1.7060+00 17066400

6 16

3P =12

08 “08

EU.A [iu a
0.000¢+00 0,000e+00




a bas nombre de Mach Conclusion et quelques t n non-linéaire avec v = 1

4 chocs :
@ Solution de référence (Roe (k;; = 1) en cartésien 200 x 200) :

Mach
NormVelocity o
1.706e+00 % 1420400
16
116
12 E
=12
08
0.8

a

L —
—

1182002 9.2068-03

@ Roe avec k;; = 0 en cartésien et avec k;; = 1 en triangulaire :

Le schéma plante avec
Rij = 0!

NomnVelocity
1.7062+00
16

N

o
®

y
S

PO Ezsmo 03



Définition
Reésultats

Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Vortex :
@ Pour ce test on utilise une loi de gaz parfait.
@ L’état initial est donné par
p=1 p=1000
et au=Vxy avec ¢(x,y)= %SinQ(ﬂ'x) sin?(my)
sur le domaine [0, 1] x [0, 1].

@ Conditions aux bords de type mur.

@ Temps final de calcul : tf4,q; = 0.125s.

Jonathan Jung Schéma de Godunov a bas Mach



nombre de Mach

Vortex :
et Roe avec

NomVelocity
9.995¢-01

Eoz
3.311e-14

NormVelocity

tf} 995201
08

=06

8.7618-05

Jonathan Jung

EO 995801
08

=06

—04

Eo 2
8761005

%) en cartésien 50 x 50 :
ij

NormVelocity

to 995201
08

=06
—04

toz
8761605
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Définition
Résultats

Schéma précis a b g Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec o

Vortex :

@ Instant initial et Roe avec x;; = 1 en triangulaire :

y st
'4’5}4 NormVelocity TR, | “'%"v"e‘i i

: ;:a’, 9.997e-01 2 y '555&. Nc\m\/e\;}r{:?\(;\i .
e = SRR
= = 5 e
= = = Ee
== ] = =2 ==
= - E = o =
= e e =5 £ o
o % = =1 B0 =
= I == = 2 =
= oY = = R SE
= %, == E = 5% =
5 = E” 2 = = 0z

" T

3311e-14 =

3311e-14




Définition
Résultats

ma précis nombre de Mach

Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec o = 1

Ecoulements autour d’un cylindre

@ Un avantage de CDMATH est de pouvoir facilement tester le
code sur des géométries plus complexes.
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Définition
Reésultats
Schéma précis a bas nombre de Mach Conclusion et quelques tests en non-linéaire avec @ = 1

Conclusion finale et perspect

Conclusion :

@ Nous avons constaté le bon comportement & bas nombre de
Mach des schémas de volumes finis sur maillages triangulaires en
linéaire et en non linéaire.

@ Nous avons constaté le mauvais comportement & bas nombre de
Mach des schémas de volumes finis sur maillages cartésiens en
linéaire et en non linéaire.

@ L’étude de I’équation linéarisée nous a permis de construire une
correction fournissant un schéma précise a bas Mach et
permettant de retrouver le schéma de Godunov quand M > 1 sur
maillages cartésiens.

Perpectives :
@ Tester le schéma avec o non constant dans le cas non-linéaire.

@ Etudier la stabilité du schéma numérique corrigé dans le cas
non-linéaire.
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Articles :
@ Preliminary results for the study of the Godunov
scheme applied to the linear wave equation with
porosity, S. Dellacherie, J. Jung, P. Omnes.

@ A low Mach correction for the Godunov scheme applied
to the linear wave equation with porosity, S. Dellacherie,
J. Jung, P. Omnes.

@ Construction of Godunov type schemes accurate at any
Mach number, S. Dellacherie, J. Jung, P. Omnes, P.-A.
Raviart.

Merci de votre attention!
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[3 S. Dellacherie, P. Omnes. On the Godunov scheme applied to the
variable cross-section linear equation. FVCAG, (4) :313-321, 2011.
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